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भूिमकाभूिमका

अlसर पहेिलयł को खेल अथवा 
गिणत की िनयिमत कlाओं से इतर 
lरसत मı की जाने वाली गितिविध 
माना जाता है। लlय आम तौर पर 
यह देखना होता है िक कौन िकतनी 
जlदी उसे हल करता है और उसे 
हल करने का सबसे छोटा और 
सlभवत: सबसे तेज़ तरीका lया है। 
परlतु, यह जानते हुए भी िक उनकी 
llित गिणतीय है, उlहı ‘गहन 
गिणत से सlबl’ नहĽ माना जाता।

इन पहेिलयł मı गिणत के सभी 

तlव और िवषयवlतु िवlमान होते हĴ: 
lमाण (उपपिl), सामाlयीकरण, 
पैटनl पहचानना, िकसी कथन को 
सlय मानकर उसका खlडन करना, 
िकसी हल का न होना, आिद। इस 
आलेख मı हम एक पहेली llतुत कर 
रहे हĴ िजसका उपयोग दो सावlजिनक 
कायllमł मı lितभािगयł के साथ 
lछ बुिनयादी गिणतीय िवचारł पर 
चचŎ के िलए िकया गया था। 
lितभािगयł मı कlा चार के छाlł से 
लेकर बी.एड. lनातक तक शािमल 
थे। इन कायllमł के िलए हमने lछ 

पहेϏलयμ के मा˝म से गϏणत सीखζ
रोlसी और िशखारोlसी और िशखा

कोई हल न होना भी एक अlछा हल हैकोई हल न होना भी एक अlछा हल है

गिणत की पहेिलयł को lाय: गिणत के हािशए पर माना जाता है और 
इlहı िवषय का मूल िहlसा नहĽ माना जाता। कारण यह हो सकता है 
िक कई बार हमारा सामना ऐसी पहेिलयł से भी होता है िजनका कोई 
हल नहĽ होता। गिणत का अlययन करने वालł तथा llली बlचł मı 
अlसर यह धारणा होती है िक गिणतीय सवालł के जवाब होने ही 
चािहए। इस आलेख मı हम कहना चाहते हĴ िक पहेिलयŀ गिणत के 
lछ बुिनयादी िवचारł को सीखने का अहम lोत हो सकती हĴ। हम 
अपने दावे के समथlन मı एक उदाहरण llतुत कर रहे हĴ जो यह 

बताता है िक ऐसे गिणतीय सवाल िजनका कोई हल नहĽ होता, वे भी 
गिणत के िशlण और lिशlण के िलए उतने ही महlवपूणl हĴ िजतने 

िक सुलझाए जा सकने वाले सवाल।
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ऐसी पहेिलयŀ या llन तैयार िकए थे 
िजlहı हल करने के िलए लीक से 
हटकर तरीकł की ज़lरत थी।

‘लीक से हटकर’ से हमारा ताlपयl 
है िक इन सवालł के हल lारिlभक 
गिणत, एक सुपिरभािषत पाlयlम, 
अथवा एक एlगोिरदम (सूlिविध) 
तक सीिमत नहĽ थे। हमारे िवचार के 
मूल मı एक बात यह भी थी िक पहेली 
ऐसी होनी चािहए जो छाlł को 
गिणत की lछ महlवपूणl अवधारणाएँ 
समझने का मौका दı।

पहेली : वृl एवं गोिटयŀपहेली : वृl एवं गोिटयŀ

लेख के अlत मı िजस पुlतक का 
िज़l है, उसमı हमारा सामना इस 
पहेली से हुआ।

एक वृl छह खlडł मı बँटा हुआ 
है और उनमı से llयेक मı एक 
काउंटर अथŎत गोटी है। आपको सभी 
गोिटयł को एक खlड मı लाना है 
और इसके िलए छलźग का lयोग 
िकया जा सकता है। इस दौरान इन 

दो िनयमł का पालन करना होगा:
1. एक छलźग मı गोटी केवल पास 
वाले िकसी खlड मı जा सकती है।

2. हर चाल मı दो छलźग लगाई 
जाएँगी।

इस पहलेी के मलू मı िlभाlयता (parity) 
और अपिरवतlनीयता (invariance) हĴ 
तथा llतािवत जवाब यह ह ैिक इसका 
कोई हल नहĽ ह।ै इस दाव ेका lमाण 
िनlनानसुार ह।ै

खlडł को 1 से 6 तक lमźक 
दीिजए, llयेक खlड के lमźक और 
उसमı रखी गोिटयł की संlया का 
गुणनफल िनकािलए। मान लेते हĴ िक 
इन गुणनफलł का योग s है। हम इसे 
‘lकोर’ कहıगे। खेल के आरlभ मı हर 
खlड मı एक गोटी है तो lकोर है 
1+2+3+4+5+6 = 21 (देखı िचl-1)।

पहली चाल मı मान लीिजए िक 
एक गोटी खlड 2 से छलźग लगाकर 
खlड 3 मı जाती है और एक गोटी 
खlड 4 से खlड 5 मı जाती है 

िचl-1: िचl-1: छह खlडł मı बँटा वृl जहŀ llयेक खlड 
मı एक गोटी है।
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िचl-2: िचl-2: एक गोटी खlड 2 से छलźग लगाकर 
खlड 3 मı गई और एक गोटी खlड 4 से 
खlड 5 मı गई। नया lकोर हुआ 23.
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(देखı िचl-2)। तो नया lकोर होगा 
1+0+(2×3)+0+(2×5)+6 = 23. lयान 
दीिजए िक lकोर मı दो अंकł की 
वृिl हुई है। थोड़ा-सा िवचार करने 
पर पता चलेगा िक चालı चाहे जैसी 
चली जाएँ, lकोर हमेशा एक सम 
संlया मı बदलता है, 0, 2, 4 या 6. 

चँूिक s का आरिlभक मान 21 है 
जो िक एक िवषम संlया है इसिलए 
s का मूlय हर चाल के बाद िवषम 
होगा। परlतु यिद सभी गोिटयŀ एक 
ही खlड मı पहुँच जाएँ तो s का मान 
िनिlचत तौर पर 6 का गुणक होगा 
यानी सम संlया होगा। िलहाज़ा, इस 
पहेली का कोई हल नहĽ हो सकता।

हमı यह बात रोचक लगी िक 
पहेली का कोई हल नहĽ है। िफर 
हमने सोचा िक बlचे और िशlक 
ऐसी गिणतीय समlया को कैसे देखıगे 
िजसका कोई हल ही न हो। अlसर 
ऐसे सवालł को गलत या अपयŎlत 
जानकारी वाला मानकर खािरज कर 
िदया जाता है। परlतु िशlकł और 
छाlł के िलए यह जानना रोचक 
और महlवपूणl है िक गिणतीय lिlट 
से ‘कोई हल न होना भी एक वैध 
हल है’।

हम यह भी तभी कह सकते हĴ िक 
िकसी समlया का कोई हल नहĽ है, 
जब हमारे पास ऐसा दावा करने का 
lपlट lमाण हो।

ये दोनł महlवपूणl गिणतीय िवचार 
हĴ: पहला, यह िक ‘कोई हल न 

होना’ गिणत मı माlय बात है और 
दूसरा, इस दावे के िलए lमाण की 
आवlयकता होती है िक िकसी 
समlया-िवशेष का कोई हल नहĽ है।

ये दोनł बातı िफलहाल हमारे 
गिणत िशlण की समझ का िहlसा 
नहĽ हĴ, खास तौर पर lाथिमक lतर 
पर। lमाणł को अमूतl माना जाता है 
और िवlालयीन पाlयlम मı उlहı 
बहुत बाद मı शािमल िकया जाता है। 
इसके अितिरlत िबना हल वाले 
सवालł या एकािधक हल वाले सवालł 
पर शायद ही कभी चचŎ होती है। 
जब हम इन बातł को lयान मı 
रखकर पहेली पर काम कर रहे थे 
तो हमने इसमı शािमल िविभŶ 
पिरवितlयł (वेिरएबlस) के बारे मı 
सोचना शुl िकया और यह भी िक 
कैसे उlहı बदलने से सवाल बदल 
जाएगा। पिरवितlयł मı गोिटयł की 
संlया, उनकी िlथित और उछालł 
की संlया शािमल थे।

उदाहरण के िलए, पहेली मı हर 
खlड मı केवल एक गोटी है। यिद 
इसकी जगह दो या अिधक गोिटयŀ 
होतĽ तो? यिद हर चाल मı छलźगł 
की संlया बढ़ा दी जाए तो lया 
होगा?

जब हमने इन पिरवतlनł के साथ 
काम िकया तो ये भी हमı बहुत 
lिचकर नहĽ लगे। समझाते हĴ िक 
ऐसा lयł हुआ। हर खlड मı अिधक 
गोिटयŀ रखने से यह अिधक 
चुनौतीपूणl नहĽ बिlक थकाऊ lिlया 
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बन जाती है। साथ ही, यह िवlतार 
बहुत छोटे बlचł के िलए उपयुlत 
नहĽ होगा। (हमारा लlय छोटे बlचे थे 
lयłिक अभी उनका सामना ‘lमाण 
और lमािणत करने’ से नहĽ हुआ 
था।) इसिलए हमारे मन मı सlदेह था 
िक इससे पहेली अिधक रोचक बनेगी 
भी या नहĽ।

दूसरी बात, हमने पाया िक छलźग 
की संlया या तो िवषम हो सकती है 
या सम। िवषम छलźग मı यह 1-1 
छलźग के समान ही आगे बढ़ेगी और 
सम छलźग से 2-2 मı। इसमı lछ भी 
चकराने वाला नहĽ था!

परlतु एक अlय पिरवतlन हमı 
lयादा रोचक लगा: वृl मı खlडł की 

संlया मı बदलाव। हमने यह देखने 
का lयास िकया िक lया एक ऐसे 
वृl मı इस कायl को पूरा िकया जा 
सकता है जो n खlडł मı बँटा हो, 
जबिक n का मान 2 और 10 के बीच 
हो। तब हमने एक पैटनl की तलाश 
की। इस पिरवितlत पहेली पर काम 
करते हुए हमारा lयान lछ रोचक 
गिणतीय lिlयाओं पर गया। इसमı 
खेल-खेलते एक सामाlयीlत पैटनl 
पहचानना और n के वे मान पता 
करना जहŀ हल उपलlध हो और 
जहŀ हल उपलlध न हो, llयेक 
मामले मı lमाण तलाश करना आिद 
शािमल थे। यहĽ पर गिणतीय जुड़ाव 
के सभी तlवł का अनुभव हुआ।

‘चाय एंड lहाय’ की तlवीरı
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संशोिधत सवाल और छाlł के हलसंशोिधत सवाल और छाlł के हल

हमने संशोिधत llन को िविभŶ 
आयु वगl के छाlł के समl llतुत 
िकया। इसके बाद हमने उनकी 
रणनीितयł की छानबीन की। उनके 
समl llतुत समlया इस lकार थी:

एक वृl n खlडł मı िवभािजत है 
और उनमı से llयेक मı एक गोटी है। 
आपको छलźगł के माlयम से उन 
सभी को एक खlड मı लाना है। इस 
दौरान आपको िनlनिलिखत िनयमł 
का पालन करना है:
1. एक छलźग मı एक गोटी केवल 
पास के खlड मı जा सकेगी।

2. llयेक चाल मı दो छलźग लगाई 
जा सकı गी।

सवाल यह था िक n के िकस मान 
पर हम सभी गोिटयł को एक खlड 
मı ला सकı गे? आपने ऐसा lयł कहा?

िविभŶ कlाओं के छाlł के बड़े-
बड़े समूहł के साथ संवाद से बहुत 
लाभ हुआ और हमı यह अवसर दो 
जगह िमला।

एक अवसर था मुlबई िlथत होमी 
भाभा सıटर फॉर साइंस एजुकेशन मı 
आयोिजत ‘राllीय िवlान िदवस’, 
जबिक दूसरा अवसर था लोकिlय 
lयाlयान lंखला ‘चाय एंड lहाय’। 
(यह टी.आई.एफ.आर. lारा आयोिजत 
एक सावlजिनक गितिविध है। इसका 
आयोजन हर माह के दूसरे और चौथे 
रिववार को lमश: मुlबई के जुहू 

िlथत पृlवी िथएटर और माटुंगा 
िlथत lपारेल कॉलेज मı होता है, 
जहŀ टी.आई.एफ.आर. के सदlयł के 
lयाlयान होते हĴ। ‘चाय एंड lहाय’ 
का लlय मूलत: गिणत और िवlान 
को लोकिlय बनाना है।

हमने िविवध lितभािगयł से चचŎ 
की। इनमı बlचे और वयlक (गिणतl, 
भौितकीिवद सिहत) सभी शािमल थे। 
हम यह देखने को उlसुक थे िक 
िविभŶ आयु वगl के इन लोगł से 
िकस तरह के lमाण सामने आते हĴ। 
हम दो रोचक और lितिनिधक हल 
साझा कर रहे हĴ।

पयŎlत समय िदए जाने के कारण 
सभी छाl, यहŀ तक िक कlा-4 के 
छाl भी एक सामाlय पैटनl िनकाल 
पाए। उlहłने पता लगाया िक खlडł 
की सभी िवषम संlयाओं के िलए और 
उन संlयाओं के िलए भी समlया का 
हल मौजूद है जो 4 से िवभाlय हĴ। 
परlतु उनमı से कई िवlवासपूवlक यह 
नहĽ कह पाए िक 4 से िवभािजत न 
हो सकने वाली सम संlयाओं के िलए 
हल उपलlध नहĽ हĴ: उदाहरण के 
िलए 10. इसके अलावा जब उनसे 
पूछा गया िक वे यह कैसे कह सकते 
हĴ िक 4 से िवभाlय सभी सम 
संlयाओं के िलए हल मौजूद है तो 
अिधकźश छाlł ने केवल छोटी 
संlयाओं के उदाहरण ही िदए। 
समlया को हल करने का उनका 
सामाlय तरीका आज़माइशी िविध पर 
आधािरत था: n को 10 से कम लेकर 
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हल िनकालो और उसके बाद 
सामाlयीकरण करो। परlतु उनमı से 
कोई भी ठीक से यह नहĽ समझा 
पाया िक n = 2 या n = 6 के िलए 
कोई हल lयł मौजूद नहĽ है।

एक छाl lमाण के काफी करीब 
पहँुचा। उसने यह बताने के िलए िक 
आिखर lयł n = 6 अlय से अलग है, 
lछ बातı कहĽ। उसने कहा: “माना 
िक हम एक खlड (लlय) को उस 
lथान के lप मı चुनते हĴ जहŀ सभी 
गोिटयŀ एकिlत होनी चािहए। इसका 
अथl यह हुआ िक उसी खlड की 
गोटी को वहŀ पहुँचने के िलए 0 
छलźग की आवlयकता है। इसी 
lकार इसके दो िनकटlथ खlड मı 
मौजूद गोिटयł मı से llयेक को एक-
एक छलźग की आवlयकता होगी, 
उनके िनकटlथ खlडł की हरेक 
गोटी को दो छलźग की आवlयकता 
होगी। इस lकार हम पाते हĴ िक 
अिlतम खlड मı पहुँचने के िलए िजन 
lल छलźगł की आवlयकता है, वह 
n = 6 या 2 के िलए िवषम होगी, 
लेिकन n के अlय मानł के िलए सम 
होगी।” िनिlचत lप से िजस खlड 
की गोटी को अिlतम खlड मı पहुँचने 
के िलए 1 छलźग की ज़lरत होगी, 
यिद उसे िवपरीत िदशा मı चलाया 
जाए तो अिlतम खlड तक पहुँचने के 
िलए उसे 5 छलźगł की आवlयकता 
होगी। परlतु इसमı योग की िlभाlयता 
बरकरार रहती है। ‘समिlभाlयता’ से 
ताlपयl इस बात से है िक कोई 

पूणňक संlया सम है या िवषम। lयान 
रहे िक िकसी पूणňक मı सम संlया 
जोड़ने से िlभाlयता बरकरार रहती 
है और िवषम संlया जोड़ने से 
िlभाlयता िवपरीत हो जाती है। 
‘िlभाlयता अपिरवतlनीयता (parity 
invariance)’ का उपयोग सवालł को 
हल करने और lमाण की रचना 
करने के िलए िकया जाता है।

यlिप वह इतने पर ही lक गया 
लेिकन ऐसा lतीत होता है िक 
उसका कथन एक वैध lमाण के िलए 
अlछा llथान िबlदु था, यिद और 
समय िदया जाता तो सlभवत: वह 
उसे पूरा कर देता। उसके lमाण को 
समझने और िवlतार देने के िलए हम 
इस तकl  को आगे बढ़ाते हĴ। यिद n 
िवषम हो तो िकसी खlड की गोटी 
को एक ही िदशा से लlय तक 
पहुँचने िलए िवषम संlया मı छलźगł 
की आवlयकता है तो इसके ठीक 
िवपरीत िदशा मı जाने के िलए उसे 
सम संlया मı छलźगł की ज़lरत 
होगी। इस lकार हम llयेक गोटी के 
िलए एक उिचत िदशा चुन सकते हĴ 
तािक सम संlया मı छलźगł की मदद 
से लिlत खlड तक पहुँच जाएँ। यिद 
n 4 से िवभाlय हो तो लिlत खlड 
से एकदम िवपरीत िlथत खlड तक 
पहुँचने के िलए सम संlया मı छलźगł 
की आवlयकता होगी। शेष खlड 
समिमत ढंग से lयविlथत हĴ। ऐसे मı, 
ऐसे llयेक खlड का एक संगत 
खlड होगा िजसे लlय तक पहुँचने 
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एक छलźग, उसके बाद समिमत ढंग 
से एक संगत गोटी की छलźग। पहली 
चाल के बाद पहेली िकस िlथित मı 
होगी, यह िचl-4 मı िदखाया गया है। 
इसिलए यिद n िवषम है तो हम हर 
बार सभी गोिटयł को एक साझा 
िllखlड मı पहुँचा सकते हĴ।

जब जब n 4 से िवभाlय है: 4 से िवभाlय है: िकसी एक 
खlड को लlय के lप मı िचिlत 
कीिजए (िचl-5)। चँूिक n 4 का 
गुणज है इसिलए लlय के ठीक 
िवपरीत गोटी को वहŀ तक पहुँचने के 
िलए सम संlया मı छलźगł की 
ज़lरत होगी। एक बार पुन: हमारे 
पास सम संlया मı गोिटयŀ बची हĴ 
जो समिमत ढंग से lयविlथत हĴ। इlहı 
ऊपर िवषम खlडł मı िवभािजत वृl 
के िलए विणlत ढंग से ही लlय तक 
ले जाया जा सकता है। इस lकार 

िचl-3:िचl-3: वृत n = 5 खlडł मı बँटा हुआ है और 
िनचला खlड ‘लlय’ है।

िचl-4:िचl-4: दो छलźग वाली एक चाल के बाद n = 5 
के िलए पहेली की िlथित

के िलए समान संlया मı छलźग की 
आवlयकता होगी।

हमारा lमाण (उपपिl)हमारा lमाण (उपपिl)

हमारी उपपिl भी उस छाl lारा 
बताए अनुlप ही थी। मान लेते हĴ िक 
n वृl के खlडł की संlया है। तब n 
या तो िवषम होगा या 4 से िवभाlय 
होगा या सम होने के बावजूद 4 से 
िवभाlय नहĽ होगा।

जब जब n िवषम है: िवषम है: आइए, एक खlड 
को लlय के lप मı चुनते हĴ (देिखए 
िचl-3)। अब हमारे पास गोिटयł की 
एक सम संlया है िजसे उस खlड मı 
पहँुचाया जाना है। ये खlड समिमत 
ढंग से lयविlथत हĴ और उनकी 
गोिटयł की दो-दो छलźगł की चाल 
मı लlय तक पहुँचाया जा सकता है: 
यानी लlय की िदशा मı एक गोटी की 
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हमारे पास 4 से िवभाlय n के िलए 
भी हल है (छाl की उपपिl के 
अनुlप)।

जब जब n सम है लेिकन 4 से िवभाlय  सम है लेिकन 4 से िवभाlय 
नहĽ है:नहĽ है: यिद n = 6 है तो हम 
उपरोlत तकl  का lयोग नहĽ कर 
सकते। िनिlचत lप से यह कोई 
उपपिl नहĽ है। यह िसl करने के 
िलए िक n के ऐसे िकसी मूlय के 
िलए हल नहĽ है, हम हर खlड के 
िलए िनlनानुसार एक lमźक तय 
करते हĴ। िकसी भी खlड से शुl 
करके हम उlहı एक के बाद एक 0 
और 1 lमźक देते हĴ। चँूिक n सम है 
इसिलए यह सlभव ह।ै इसके अलावा 

llयेक ‘1’ के पड़ोस मı ‘0’ होगा 
और ‘0’ के पड़ोस मı ‘1’ होगा।

अब llयेक खlड के िलए हम 
उसके lमźक और उसमı रखी 
गोिटयł की संlया का गुणनफल 
िनकालते हĴ। शुlआत मı चँूिक llयेक 
खlड मı एक गोटी है इसिलए s होगा 
1+0+1+0+1+0+… = n/2, एक िवषम 
संlया। llयेक चाल मı हम दो छलźगı 
लıगे। llयेक चाल मı कोई गोटी 0 से 
1 मı या 1 से 0 मı जाएगी। इस lकार 
llयेक चाल s को सम संlया से 
िवषम संlया मı बदलेगी या इसका 
उलटा होगा। यानी, यह इसकी 
िlभाlयता को उलटता है।

अत: दो छलźग िlभाlयता को 
बरकरार रखती हĴ। चँूिक खlडł की 
संlया 4 से िवभाlय नहĽ है इसिलए 
हमारे पास ‘0’ और ‘1’, दोनł की 
िवषम संlयाएँ हłगी। अत: हम 
शुlआत करते हĴ s के िवषम होने से। 
िlभाlयता अपिरवतlनीय बनी रहती 
है। लेिकन समlया के हल के िलए 
आवlयक है िक सभी गोिटयŀ िकसी 
साझा खlड मı आ जाएँ जहŀ s सम 
हो जाएगा। अत: इसका कोई हल 
नहĽ है।

गितिविध के िनिहताथlगितिविध के िनिहताथl

इस गितिविध का लlय ‘अवधारणा 
आधािरत पहेली’ का उपयोग करके 
ऐसी चुनौितयŀ तैयार करना था जो 
बlचł मı औपचािरक lमाण के िवकास 
को lोlसाहन दı।

िचl-5:िचl-5: चार के गुणज मı खlडł का एक उदाहरण। 
आठ खlड हĴ इसिलए लlय से िवपरीत 
खlड से लlय तक पहुँचने मı चार छलźग 
यानी दो चाल लगıगी। उसके बाद सम 
संlया मı गोिटयŀ बची हĴ जो समिमत ढंग 
से lयविlथत हĴ। इसिलए सब गोिटयŀ 
लिlत खlड तक पहुँच जाएँगी।
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lछ छाlł ने कोई हल न होने का 
कारण बताया, इससे हमı यह lमाण 
िमला िक ऐसी गिणतीय पहेिलयŀ 
छाlł को सवाल सुलझाने की 
गितिविधयł के िलए lेिरत कर सकती 
हĴ जो गिणत की llित के अनुlप 
हł।

एक पहेली की मदद से महlवपूणl 
गिणतीय िवचारł को िचिlत करना 
और उनके उपयोग से lमाण की 
आवlयकता को उभारना, रोचक और 
सूझबूझ lदान करने वाला था। हमने 

देखा िक यह सlभव है िक अlयlत 
छोटे बlचł को lमाण के िवचार से 
जोड़ा जाए और उlहı गिणत मı lमाण 
के केllीय महlव से अवगत कराया 
जाए। सीखने वालł को lवयं अपने 
lमाण पेश करने के अवसर से, 
गिणत करने की संllित मı lामािणक 
भागीदारी िनिमlत करने मı मदद 
िमलेगी। ऐसी पिरिlथितयŀ उlहı 
गिणत मı गहनता की महlा से 
अवगत करा सकती हĴ।


